4 Mechanika kontinua

Tenzor napéti a deformace, Hookuv zdkon, viny v kontinuu. Pohybovd rovnice idedlnt te-
kutiny, Bernoulliova rovnice. Viskozni tekutiny, Navierovy-Stokesovy rovnice, lamindrni a
turbulentni proudend.

4.1 Tenzor deformace

Pro popis kapalin, plynt a pro vySetfovani mechanickych déj, pii kterjch se méni vzajemna
vzdalenost bodd pevné latky, je vhodné zavést predstavu kontinua — spojitého prostiedi.
Kontinuum lze popisovat Lagrangeovym popisem, kdy sledujeme, jak se pivodni oblast
po uréité dobé deformuje, nebo Eulerovym popisem, kdy méfime okamzitou rychlost kazdé
castice, ktera kolem proudi.

Kontinuum budeme popisovat soufadnicemi ¢éstic y;

yi = vi(@) = zj + uj(z), (1)

které jsou zavislé na pocatecni poloze z;. Vzdalenost mezi koncovou a pocatecni polohou
urc¢ime z posunuti u;.

Tyto rovnice maji v sobé zahrnutou ¢ast, ktera popisuje translaci a rotaci kontinua jako
celku, a deformacni ¢ast. Abychom z rovnic izolovali deformacni ¢ast, je vhodné spocitat
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Poslednim vztahem je zaveden symetricky tenzor velkych deformaci. Pokud jsou de-
formace malé, nabyvaji malych hodnot i parcidlni derivace soucin parcialnich derivaci lze
zanedbat. Potom je k popisu deformace postac¢ujici tenzor malych deformaci
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U tenzoru velkych deformaci je nutné rozliSovat, jestli je vyjadfen vici deformovanému nebo
nedeformavanému stavu; u tenzoru maljch deformaci mizeme v dobrém pfiblizeni predpo-
kladat, ze oba tyto tenzory (tj. €;;(z;) a €;;(y;)) jsou stejné.

Diagonalni slozky tenzoru malych deformaci znad¢i relativni zménu délky elementu, ktery
byl ptivodné rovnobézny s danou osou

le — log
€11 = lio (4)

Smisena slozka tenzoru malych deformaci

a1 + Qo
€l = ———— (5)
2
odpovida poloviné thlu, o ktery se zméni pavodné pravy thel mezi elementy puvodné rov-
nobéznymi s osou x a y — tzv. ihel smyku. Podobné slozka €15 (€23) je rovna polovi¢nimu
thlu smyku mezi osou x a z (y a z).



4.2 Tenzor napéti

Napéti mizeme také popisovat symetrickym tenzorem II. fadu. Uvazujme napéti ptisobici na
plochu kolmou k ose x. Toto napéti mizeme popsat pomoci tii slozek

Tl 2(71177'1277'13)~ (6)

Prvni slozka je ¢isté tahova (popf. tlakovd pro 717 < 0), dalsi dvé slozky jsou smykové a
popisuji smyk rovnobézny s osou y a z. Provedeme-li tuto ivahu i napéti ptisobici na plochu
kolmou k ose y a k ose z, dostaneme devét hodnot 7;;, které tvoii tenzor napéti.

Napéti na libovolné plosce prochazejici danym bodem pak mtzeme vyjadiit jako (7 je
norméla plosky)
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4.3 Hookuv zakon

Predpoklad pfimé tmeérnosti mezi napétim a deformaci vyjadiuje Hookuv zakon
Tij = Cijki€ki- (8)

Elastické koeficienty usporfadané do tenzoru ¢tvrtého fadu vystihuji elastické chovani latek.
Nejobecnéji (u trojklonnych krystalt) ma tento tenzor 21 nezavislych slozek, u izotropnich
téles se tento poclet redukuje na dva. Pro popis izotropnich téles se voli bud Laméovy
koeficienty A, 4, nebo moduly pruznosti v tahu a smyku E a G. Potom miiZeme napsat
Hookiiv zdkon ve tvaru (prvni ¢len popisuje objemovou deformaci a druhy tvarovou)

Tij = Adij Tr{ei;} + 2peq; 9)
nebo G(E - 26)
Tij = 736: _E 6ijTT{€Z‘j} + 2G6ij. (10)
Ve specidlnim pripadé Cistého tahu mizeme napsat Hookiv zakon ve tvaru
Al
T11 — E611 = T (11)
0
a v pripadé cistého smyku
Ti2 = 2p€12 = G7y. (12)

V ptipadé vSestranného ¢istého tlaku dojde k pomérnému zmenseni objemu
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kde k:3(1_E2“). (13)

4.4 Vlny v kontinuu

Tak jako periodickou zménu v ¢ase nazyvame kmity, periodickou zménu v prostoru nazyvame
viny.
Rozdélime-li sily na plosné a objemové (napf. gravitace), mizeme pro plosné sily pouZit
Gaussovu vétu a dostaneme obecnou pohybovou rovnici
2
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Zvuk je mecha-
nické vlnéni,
postupné zhusto-
vani a zredovani
vzduchu, o frek-
venci priblizné
16 Hz — 16 kHz.



Pokud pouzijeme Hookav zakon pro izotropni téleso, dostaneme vlnovou rovnici
0%u 1 8%u

V kontinuu se tedy mize §ifit rozruch ve formé vlnéni (existuji 2 pfi¢né a 1 podélné vlna). V
piiéném vinéni (v? = %) kmitaji jednotlivé body kolmo na smér, ve kterém vIinéni postupuje

(piikladem jsou kruhy na vodn{ hlading), v podélném vlnéni (v? = %)

kmitaji ve sméru,
ve kterém vlnéni postupuje (piikladem je zvuk). V kapalinach a plynech existuje pouze se
8iri pouze podélné vinéni.

Kromé vyse popsaného postupného vinéni existuje i vinéni stojaté, kdy se prostorem nesiri
energie.

4.5 Eulertv popis

Pti popisu chovani tekutin je vhodné prejit od Lagrangeova popisu k Eulerovu, tj. stav
kontinua budeme popisovat okamzitou rychlosti. V Eulerové popisu mtizeme napsat Hookiv
zakon ve tvaru

Ov, ov;  Ov;
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T poij + Oz, s Oz; * oz; (16)

Druhy ¢len odpovidd zméné objemu (stlaceni), tfeti deformaci tvaru (u tekutin souvisi s
viskozitou).

Zrychleni vyjadfené pomoci Eulerova popisu ma tvar
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4.6 Rovnice kontinuity

Zakon zachovani hmotnosti lze v pfipadé tekutiny vyjadrit ve tvaru rovnice kontinuity

0 _
SV () =0, (18)
popr. ve tvaru
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4.7 Pohybova rovnice idealni tekutiny
V Eulerové popisu mohu napsat pohybovou rovnici kontinua jako
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U popisu idedlni tekutiny pfedpokldddme, Ze neexistuje viskozita (u = 0) — tekutina se
nebrani zméné tvaru, ale je dokonale nestlacitelna

Tij = —péij. (21)

Pohybovou rovnici idealni tekutiny pak mtZeme napsat ve tvaru ( f je objemova sila na
jednotku hmotnosti)
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4.8 Bernoulliova rovnice

Nyni se omezime na ptipad, ze proudéni je stacionarni %f = 0 anevifivé Vxv = 0. Objemovou
silu vyjadiime pomoci potencidlu a predpokladame, Ze tekutina je barotropni p = p(p).
Potom mohu pohybovou rovnici pfepsat

v(f)+vi+VU=0 (23)

a urdit prvni integral pohybové rovnice (,zdkon zachovani mechanické energie®)

=2 g d/
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tzv. Bernoullivou rovnici.

4.9 Navierova-Stokesova rovnice

U realnych tekutin nemuzeme predpokladat, ze napéti ma pouze charakter tlaku. Pohybuji-li
se dvé vrstvy tekutiny rtiznou rychlosti, vznika mezi nimi smykové tfeni.

Popisuji-li ideélni tekutinu, pokldddm obyéejné okrajova podminku v, = 0 (,nevytéka
ven*). Pro vazkou tekutinu v8ak plati okrajovd podminka ¢ = 0; idedlni tekutina tedy neni
ani priblizeni pro malou vazkost, tento popis muzeme pouzivat pouze dal od stén.

Pro vazkou tekutinu musim pouzit obecnéjsi vyjadieni napéti
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(stéle predpokladdm nestlacitelnost). Potom dostanu pohybovou rovnici pro proudéni viskézni
tekutiny

ov 1 .
Y (V)T = —-Vp+ AT+ F (26)
ot P
zvanou Navierova-Stokesova rovnice. Veli¢ina
1
n== (27)
p

se nazyva kinematicka viskozita.

4.10 Laminarni a turbulentni proudéni

Jednodussim pfipadem proudéni je proudéni laminarni, kdy nedochézi k miseni tekutiny
mezi jednotlivymi vrstvami. V opa¢ném piipadé se jedné o turbulentni proudéni - tekutina
se zafne v ruznych vrstvach promichévat, rychlost v jednotlivych mistech trubice kolisa s
casem, jeji slozka do sméru kolmého k ose trubice neni vzdy rovna nule, dochazi k poruseni
spojitého rozlozeni tekutiny v trubici a vznikaji viry.

Zda se jedna o laminarni nebo turbulentni proudéni ndm pomahd rozlisit bezrozmérna

veli¢ina zvand Reynoldsovo ¢&islo
ur
Re = — (28)
n

(r je polomér trubice). Za kritickou hodnotu, kdy se proudéni méni v turbulentni, je pova-
zovana hodnota Reynoldsova ¢isla Re = 1000 — 2000.



